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ALGORYTMY HARMONOGRAMOWANIA
ZSYNCHRONIZOWANEGO PRZEMIESZCZANIA
WIELU OBIEKTOW

W pracy przedstawiono algorytmy wyznaczania harmonogramu zsynchronizowanego przemiesz-
czania wielu obiektéw. Zdefiniowano problem harmonogramowania przemieszczania w postaci dwu-
kryterialnego nieliniowego zadania optymalizacji. Oméwiono sposob rozwigzania sformutowanego
problemu dwukryterialnego poprzez poszukiwanie rozwiazania leksykograficznego. Podano dwa al-
gorytmy harmonogramowania zsynchronizowanego przemieszczania wielu obiektow oraz opisano
ich wlasnos$ci. Szczegdtowo oméwiono konieczne i wystarczajace warunki umozliwiajace otrzymanie
rozwigzania optymalnego. Oszacowano ztozono$ci obliczeniowe prezentowanych algorytméw oraz
przedyskutowano ich wlasnosci. Zasadg dziatania algorytmoéw zilustrowano przyktadami.

Stowa kluczowe: harmonogramowanie i synchronizacja przemieszczania, drogi najkrotsze, drogi roz-
taczne, wielokryterialne problemy drog najkrotszych, algorytmy harmonogramowania

1. Wprowadzenie

Harmonogramowanie zsynchronizowanego przemieszczania wielu obicktow wy-
korzystywane jest migdzy innymi w symulatorach walki, komputerowych grach
symulacyjnych (w podsystemie planowania i symulacji przemieszczania obiektow
(jednostek) [5], [8], [9], [13]), ale réwniez przy synchronizacji pracy wielu prze-
mieszczajacych si¢ agentow (obiektow), jak np. w problemach sterowania ramionami
wielu niezaleznych robotow [7], czy w koordynacji mobilnych obiektéw (np. robo-
tow) wspolpracujacych ze soba [2]. Szczegolnie interesujace moze by¢ poszukiwanie
takich rozwiazan, ktore pozwalaja osiagna¢ pewne cele (jeden lub wigcej), takie jak:
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osiagniecie punktéw docelowych przez wszystkie obiekty w §cisle okreslonym czasie,
rownoczesne przybycie wszystkich obiektow do punktow posrednich, spetnienie pew-
nych dodatkowych ograniczen (np. brak zatrzymywania si¢ w punktach posrednich)
itp. Jednym ze wspomnianych zastosowan omawianego problemu jest planowanie
1 synchronizacja przemieszczania obiektow w komputerowych grach symulacyjnych
[12], [13]. W grach typu cztowiek—komputer wykorzystywana jest technika genero-
wania przez komputer zachowania drugiej strony (tzw. systemy CGF (ang. Computer
Generated Forces) [8], [13] lub SAF (ang. Semi-Automated Forces) [6]). Zachowanie
odpowiedniego ugrupowania w czasie dziatan jest bardzo istotne z punktu widzenia
realizacji celu dzialania. Dla przyktadu, kazdy obiekt podlegajacy przemieszczaniu
(podczas ataku, przegrupowania itp.), bedacy elementem grupy obiektow (jednostek,
zgrupowan, kolumn transportowych), musi ,,trzyma¢” ugrupowanie, tzn. musi prze-
mieszczac sig biorac pod uwage potozenie innych obiektow grupy zgodnie z pewnym
wzorcem ugrupowania. Dlatego tez praca skupia si¢ na algorytmach rozwiazywania
problemoéw harmonogramowania zsynchronizowanego przemieszczania wielu obiek-
tow i jest kontynuacja pracy [14], w ktorej przedstawiono szereg modeli harmono-
gramowania.

W rozdziale 2 podano podstawowe oznaczenia i definicje stosowane w pracy.
W rozdziale 3 sformutowano problem harmonogramowania zsynchronizowanego
przemieszczania wielu obiektow. Rozdzial 4 zawiera opis algorytmoéw rozwiazania
sformutowanego problemu wraz z opisem ich wilasnos$ci oraz wlasnosci rozwiazan
otrzymywanych z tych algorytméw. Podano réwniez przyktady ilustrujace wtasnosci
prezentowanych algorytmow.

2. Definicje i oznaczenia

W celu zaprezentowania algorytméw harmonogramowania zsynchronizowanego
przemieszczania wielu obiektow przypomnimy podstawowe definicje i oznaczenia
oraz modele harmonogramowania przedstawione w pracy [14]. Zakltadamy, ze struk-
tura srodowiska przemieszczania (sieci drog lub terenu podzielonego na heksagony,
kwadraty itd. [8], [9]) reprezentowana jest przez graf Berge’a G =(V, 4;), gdzie
V =1Vql|, Vi — zbior wierzchotkow grafu (skrzyzowan lub kwadratow (ich srodkow)
terenu), Ag — zbior tukow grafu, A < Vg x Vi, A = |Ag|. Zakladamy, ze dla kazdego
tuku grafu G dysponujemy wartoscia d, . funkcji d, ktora opisuje odlegtos$¢ terenowa

migdzy wierzchotkami n oraz »n'. Dysponujemy K obiektami, ktore chcemy przemie-
$ci¢ z wektora s = (s, 52, ..., Sx) wierzchotkow poczatkowych do wektora ¢ = (¢, 1, ...,
tx) wierzchotkow koncowych w G. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy nastgpujace
oznaczenia:
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(s, t) =1, =" (k) =s,,i' (k), ... i’ (k), ... i (k) =t,), (D
T,(1,)=T,(z°(k), 7' (k), ..., 7" (k), ..., 7™ (k)) )

Vk (Ik) = Vk (vio(k),i'(k)’ vi](k),iz(k)’ ceey ViR/(—l(k)’l-R/( (k)) ) (3)

gdzie:
I, — wektor wierzchotkow opisujacych droge dla k-tego obiektu,
VoG, " (k) e 4,

me{l, ..., Ry

i'(k) — r-ty wierzchotek na drodze k-tego obiektu,

T, — wektor chwil osiagnigcia wierzchotkéw nalezacych do drogi dla A-tego
obiektu,

7 (k) — chwila osiagnigcia wierzchotka i'(k) przez czoto k-tego obiektu,

v Y " (k)=7"(k)>0, przy czym przyjmujemy, ze Y z°(k) >0 oraz
k=1,K

k=1,K r=0,R, 1

d-/‘ PyEat
()=2"()+ Y RO s, 4)

Jet0, =13 Vil (), 17 (k)

V, — wektor predkosci k-tego obiektu na tukach jego drogi,

Vi iy predkos¢ k-tego obiektu na tuku (i"(k),i""' (k)) miedzy wierzchot-

kami i'(k) oraz "' (k) drogi,

Ri+1 — liczba wierzchotkow drogi dla k-tego obiektu.

Niech I1(s, £) opisuje zbior wektorow I(s, t) = (11, I, ..., Ix) droég z s = (s1, 2, ..., Sk)
do t = (1, ta, ....tx). Zdefiniujmy 7 jako najwcze$niejszy moment dotarcia do wierz-
chotka docelowego najwolniejszego z K obiektow:

* . R,
7 = min max 7 (k). 5
I(s,t)ell(s,t) ke{l,...,K} ( ) ( )

Oznaczmy ponadto przez /P, nastgpujacy wektor punktow wyrownania:
I, = (i, (k), iy (k), ...y i, (K), ooy B, (K)), (6)

gdzie i,(k) — p-ta sktadowa wektora /P, opisujaca wierzchotek (punkt) wyréwnania,
w ktorym musimy wyréwnac czolo k-tego obiektu w odniesieniu do cz6t pozostatych
obiektow, spetniajaca warunki:

\v 3 i (k)=i"(k),
pell,.. P} re{l,R,} p( ) (k) 7

r,(k)y=refl,.., R} < i, (k)=i"(k).

Warunek (7) zapewnia, ze dla k-tego obiektu droga I, musi przechodzi¢ przez
wierzchotki nalezace do /P;. Oznaczmy przez analogi¢ do /P;:
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TE, = (7,(k), 7,(k), ..., T, (k), ..., T, (K)) ®)

jako wektor chwil osiagnigcia przez k-ty obiekt punktow wyréwnania nalezacych do
1Py, 7,(k) oznacza chwilg osiagnigcia p-tego punktu wyréwnania przez k-ty obiekt,

dy i
r,(=""+ > O ©9)

ref0,...,r, (k)-1} vi’(k),i’”(k)

oraz przyjmijmy, ze dla kazdego k = 1, ..., K zachodzi: (k) = (k). W celu uprosz-

d . 1
. , . . i (), (k . .
czenia oznaczen przyjmujemy, ze . = O ® 70, jest to czas przemiesz-

r cr+l
i (k)" (k) v, O

czania k-tego obiektu na tuku (7'(k), i""'(k)) miedzy wierzchotkami /'(k) oraz i"'(k)

X

jego drogi. Przyjmiemy réwniez, ze 7, oznacza chwilg dotarcia do p-tego punktu

wyrdéwnania najwolniejszego obiektu, tzn.

7, = max 7,(k). (10)

Dodatkowo zaktadamy, ze: P, = P, = ... = Py= N, tzn. dla kazdego obiektu dyspo-
nujemy taka sama liczba punktéw wyrownania. Niech &~ oznacza numer obiektu, dla
ktoérego wyznaczona droga jest najdtuzsza, tzn. k = k* < o (k) = . r{nax } o (k)

e{l,...K
= ™ Zauwazmy, ze wowczas I;» 0znaczaé bedzie $ciezke krytyczna w sieci S, ktora
opisuje pewne przedsigwzigcie. Zdarzeniami w tym przedsigwzigciu (wierzchotkami
sieci) sa elementy wektora /;, czynnosci (tuki sieci) reprezentuja odcinki drogi dla .-
tego obiektu laczace kolejne wierzchotki i'(k) oraz i"*'(k), a na tukach opisana jest

funkcja o wartosciach rownych czasom ¢, o ()" Poczatkiem 1 koncem przedsig-

wzigcia sa wirtualne wierzchotki, odpowiednio ss, t, przy czym wierzchotek ss ta-

czymy tukami z K wierzchotkami i°(), a wierzchotek # — z K wierzchotkami i* (")

i tym tukom (wirtualnym czynno$ciom) nadajemy czas realizacji rowny zero (rys. 1).
W celu dalszych rozwazan przyjmiemy nastgpujace dodatkowe oznaczenia:

At (ky=7,(k)-7,(k), (11)
AZ’: =kr‘rllaxK1AT;(k), (12)

FT()=1"% (k") =" (k). (13)
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t

t,
Dy 2.2

t, tiz(z),r‘(z)

(2),1'(2)

tf(lo,r‘(m

Rys. 1. Przyktad konstrukeji sieci S7 ,,spinajacej” drogi dla K obiektow i interpretowanej
jako sie¢ pewnego przedsigwzigcia, w ktorym zdarzeniami sa wierzchotki wyréwnania,
a czynno$ciami odcinki drog dla kazdego obiektu

Uzywajac okreslen znanych z analizy $ciezki krytycznej, mozemy zinterpretowac
FT(k) jako luz czasowy dla k-tego obiektu, tzn. czas, o ktory tacznie moga si¢ opdznié
czasy realizacji na poszczegdlnych tukach drogi dla tego obiektu, aby nie spowodo-

waé zmiany czasu realizacji przedsigwziecia (tzn. aby czas 7™ = max 7" (k) nie
kell,. K}

ulegl zmianie).

3. Sformulowanie problemu harmonogramowania

Problem harmonogramowania zsynchronizowanego przemieszczania K obiektow
definiujemy nastgpujaco [14]: wyznaczy¢ dla kazdego obiektu k£ € {1, ..., K} droge I,
przechodzacg przez punkty wyréwnania bedace sktadowymi wektora [P, oraz dla
kazdego odcinka (tuku) (I'(k), i"'(k)), r € {0, .., R, — 1} drogi taka predko$é

Vi’(k),i"*‘ (k) ze:
K
Z o™ (k) - min , (14)
k=1
K N
D> (@ —7,(k)) - min, (15)
k=1 p=1
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przy ograniczeniach:

Vi 0 () <v™(k), r=0,R, -1, k=LK, (16)

Ve >0 F=0R 1, k=LK, (17)

max

gdzie v (k) oznacza maksymalnag predkos¢ k-tego obiektu, wynikajaca z jego mozli-
wosci technicznych. Przyjecie ograniczenia (17) powoduje, ze zabronione jest za-
trzymywanie si¢ na kazdym tuku (odcinku drogi). Jezeli (17) zapiszemy w postaci
nieostrej nierdéwnosci, to dopuscimy zatrzymywanie si¢ na tych odcinkach. Biorac pod
uwage (9) 1 (10), funkcje celu (15) mozemy zdefiniowac nastgpujaco:

N K d.r 4l d.r 4l
> max | 7'()+ > SO Y LSOO min. (18)

IS . -
P | i Virnara ref0, k=13 Vir (1,7 (1)

r<r, (1) r<r, (k)

Generalnie miary oceny harmonogramu mozemy podzieli¢ na dwa typy:
e pierwszego typu (C.1), definiujace miary oceny szybkos$ci przemieszczania:

™ = max 7% (k)— min, (C.1.1)
kefl,..K}
K
D % (k) > min, (C.12)

e drugiego typu (C.2), deﬁniuj ace miary oceny ,,rownoleglosci” przemieszczania:

(™ 7, (k) - min (C.2.1)

Mx

b

=1 p=1

min - max (7, —7,(k)), (C.2.2)

pe{l,.,N} kefl,.,K}

|7, —7,(k)|— min, (C.2.3)

M~
M=

=
I

—_
S
I

—_

K
gdzie 7% = iz 7, (k).
K k=1

Dodatkowo mozemy rozpatrywac nastgpujace rozszerzenia rozwazanego problemu:
— dodajac ponizsze ograniczenie
0 di"(l) i max T
L+ Y OO ™ k=LK, (19)
re{0,....R 1} Vif(l),,-"“(])
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poszukujemy takiego harmonogramu przemieszczania, ze moment osiagnig¢cia wierz-
chotka docelowego przez najwolniejszy obiekt jest nie wigkszy niz pewna ustalona
chwila 7™ > 7

— mozemy ostabi¢ warunek wynikajacy z funkcji celu (15), wprowadzajac dodat-
kowa grupe ograniczen (nieliniowych)

|2~z (k)| <7, k=LK, p=LN (20)
ktora gwarantuje, ze wielkos¢ opdznienia (przyspieszenia) w kazdym wierzchotku
wyrownania dla kazdego obiektu w stosunku do obiektu najwolniejszego bedzie nie

. .. rr 1
wieksza niz pewna ustalona warto$é 7%;

—mozemy wprowadzi¢ zmodyfikowany warunek (17) jako v, o2 v k),

(k. (
gdzie v™(k) jest minimalna dopuszczalna predkoscia k-tego obiektu.

W pracy [14] pokazano, ze problem (15)—(17) jest podobny do problemu szerego-
wania zadan przed liniami krytycznymi w celu minimalizacji sumy maksymalnych
opoznien w punktach (wierzchotkach) wyrownania [1], [7], ale wystepuja zasadnicze
roznice, ktore nie pozwalaja skorzysta¢ ze znanych algorytmoéw szeregowania: (a)
zadania (odcinki drog dla obiektow) sa juz przydzielone do konkretnych procesorow
(przemieszczanych obiektéw) i nie mamy na to wptywu, (b) decydujemy o opdznie-
niach pracy procesorow w celu wydtuzenia czaséw realizacji zadan. Mozna powie-
dzie¢, ze rozpatrywany problem harmonogramowania jest w pewnym sensie proble-
mem odwrotnym do problemu szeregowania zadan: zamiast przydziela¢ zadania do
procesordw — zadania te juz sa arbitralnie przydzielone, za to decydujemy o opdznie-
niach (czasach) pracy procesorow (a w zadaniu szeregowania czasy te byly jedno-
znacznie podane). To zatem, co w problemie szeregowania zadan bylo parametrami,
w naszym problemie staje si¢ zmiennymi decyzyjnymi, a to co w problemie szerego-
wania zadan byto zmiennymi decyzyjnymi — w naszym zadaniu stanowi parametry.

4. Algorytmy harmonogramowania
zsynchronizowanego przemieszczania

4.1. Wprowadzenie

W pracy [14] zdefiniowano szczegdlowo szereg modeli harmonogramowania oraz
opisano ich wtasnos$ci. Zatozenia dodatkowe, ktore mozna bra¢ pod uwage przy sfor-
mutowaniu podstawowego problemu (14)—(17) moga by¢ nastgpujace: drogi dla
K obiektéw musza by¢ roztaczne badz nie, musza przechodzi¢ przez wskazane wcze-
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$niej punkty wyrownania lub punkty te wyliczane sa dynamicznie w trakcie prze-
mieszczania, kazdy k-ty obiekt (k = 1, ..., K) moze planowa¢ przemieszczanie tylko
wewnatrz pewnych podobszaréw, itp. W pierwszym przypadku, gdy sktadowe wekto-
row s 1t sa r6zne (czyli dysponujemy K parami réznych wierzchotkéw poczatkowych
i koncowych), mamy do czynienia z NP-trudnym problemem poszukiwania K drog
rozlacznych 1 mozemy go rozwiazaé, uzywajac pewnych algorytmow przyblizonych
[10], [11]. Jezeli natomiast komponenty wektorow s i ¢ sg identyczne (czyli K obiek-
tow startuje z tego samego wierzchotka poczatkowego i konczy w tym samym wierz-
chotku koncowym, przy czym s # t), to woéwczas mozemy skorzysta¢ z wnioskow
wynikajacych z twierdzen Halla i Mengera dotyczacych drég wierzchotkowo lub tu-
kowo-roztacznych i1 zastosowac algorytm wyznaczania przeptywu zaspokajajacego
o minimalnym koszcie w pewnej sieci zastepczej [10]. W drugim i trzecim przypadku
mozemy zastosowac jeden ze znanych algorytméw wyznaczania drog przechodzacych
przez wskazane wierzcholki sieci [4]. Pewien specyficzny przypadek problemu roz-
lacznych drog opisuje sytuacja, kiedy kazdy obiekt ma narzucony z gory swoj ,,pas”
terenu, w ktorym si¢ przemieszcza, pasy sa parami roztaczne i generujac na bazie
takich pasow podgrafy grafu G, a nastgpnie poszukujac w kazdym z nich najkrotszej
drogi, wyznaczamy faktycznie roztaczne drogi dla obiektow [12]. W pracy [14] poka-
zano, ze jednym ze sposobow rozwiazania problemu (14)—(17) moze by¢ podejscie
dwuetapowe: najpierw wyznaczane sa drogi najkrotsze /; dla kazdego k-tego obiektu
(przy zatozeniu, ze obiekty poruszaja si¢ w sieci z maksymalna predko$cia v (k)),
czyli optymalizujemy ze wzgledu na kryterium (14), a nastgpnie rozwiazywany jest
problem (15)—(17) polegajacy na takim poprawieniu (zmniejszeniu) predkosci odcin-
kowych dla kazdego obiektu, aby uzyskaé efekt ,,réwnoleglo$ci” przemieszczania
obiektow, mierzony za pomoca wartosci funkcji (15). Podejscie to odpowiada wyzna-
czaniu rozwiazania leksykograficznego problemu dwukryterialnego (14)—(17). Taki
sposdb dwuetapowy rozwigzywania prezentowanego problemu dwukryterialnego
i taka kolejno$¢ waznosci kryteriow sa do$¢ intuicyjne: wyznaczamy zbidr (wektor)
najkrotszych drog dla K obiektéw, aby ustali¢ optymalne trasy przemieszczania, przy
zatozeniu, ze poruszamy si¢ z maksymalna mozliwa predkoscia na kazdym tuku
(otrzymamy zatem wektor najkrétszych drog z najwcezesniejszymi mozliwymi termi-
nami dojazdu do wszystkich wierzchotkéw posrednich oraz koncowych), a w drugim
etapie probujemy poprawi¢ (zmniejszy¢) te predkosci, aby optymalizowaé ze wzgledu
na drugie kryterium. Zauwazmy jednak, ze zakladamy, iz dla kazdego wektora drog
I(s, t) z s = (s1, S2, ..., Sg) do t = (8, to, ..., tk), dla ktérego wartos$¢ funkcji (14) jest mi-
nimalna, przyjecie ktoregokolwiek z nich w drugim etapie jest tak samo dobre (tzn.
wartos$¢ funkcji celu (15) jest minimalna dla kazdego z nich). Tylko wowczas bowiem
mozna otrzyma¢ optymalne rozwiazanie zadania dwukryterialnego przy zalozonej
wczesniej kolejnos$ci waznosci kryteriow. W przeciwnym przypadku mozemy przyjac
nastgpujace postgpowanie: wyznaczamy po kolei dla kazdego k-tego obiektu n-ta naj-
krotsza droge (tzn. pierwsza najkrotsza, druga najkrotsza itd.) zgodnie z podejSciem
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opisanym np. w pracy [3], a nastgpnie rozpatrujac wszystkie mozliwe kombinacje
n-tych najkrotszych drog dla K obiektow i takie, ze warto$¢ funkcji celu (15) jest mi-
nimalna, wyznaczymy rozwiazanie optymalne problemu dwukryterialnego. Podejscie
takie moze by¢ jednak nieefektywne czasowo.

W rozwiazaniach prezentowanych w niniejszym rozdziale zakladamy, ze mamy
wyznaczone najkroétsze drogi dla K obiektéw. Mozna zatem powiedzie¢, ze abstrahu-
jemy od sposobu wyznaczenia tych drog, a skupiamy sig na problemie ,,zréwnolegle-
nia” przemieszczania. Problem, ktorym bedziemy si¢ zajmowac i dla ktorego podamy
dwa algorytmy rozwiazania sformutujemy zatem nastgpujaco: dla ustalonych drog I,
dla kazdego k-tego obiektu (wynik pierwszego etapu podejscia opisanego wyzej) wy-
r=0,R, -1, k=1,K, ze funkcja celu (15)

znaczy¢ takie predkosci v, 0 )
przyjmuje warto$¢ minimalna przy ograniczeniach (16)~(17). Niech 7, (k) oznacza
zmodyfikowana (na podstawie algorytmu) chwile osiagnigcia przez k-ty obiekt p-tego
punktu wyréwnania oraz At (k) =7, (k)—17,(k) oznacza czas, o ktory zmieni sig

zmodyfikowana (przez algorytm) chwila dotarcia k-tego obiektu do p-tego punktu
wyréwnania.

4.2. Algorytm programowania dynamicznego

Algorytm A.1 (minimalizacja sumy opdznien w punktach wyréwnania)
Dla kazdego k € {1, ..., K} wylicz zmodyfikowane terminy dotarcia do wierzchot-
kow wyrownania:
' (k) =1"(k), dla p=0,
r,(k= I{glaﬁ}(AT;fl(l)JrT,,(l)), dlal<p<N.

e{l,...,

€2y

Zauwazmy,ze VAt (k)=0, cowynika ze wzoru (21) oraz z zalozenia, ze  V_
kefl,...K} k=1,K

Y k) = (k) 2 0. Stad wniosek, ze 7 (k) = 7,(k) dla kazdego p 1 k, zatem wa-

r=1,R, 1
runek (16) jest spetniony (przypomnijmy, ze 7,(k) jest najwczesniejszym mozliwym
terminem osiagnigcia p-tego wierzchotka wyrownania dla k-tego obiektu). Majac dane
. ke{l,v...,K}Tp (k) 1 Arp (k), mozemy tatwo wyliczy¢: ke{lY.,K} e R

" (k) =1" (k) + A7), (k), gdzie g(r) = max{p € {1, ..., N}: r,(k) < r}, oraz zmodyfi-

kowane  predkosci  odcinkowe  réwne: A%

’
V., Ll =
kefl K} re{0,., R, 1} i (k)" (k)
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4wy
/r+1 (k) T” (k)
A.1 zostata przedstawiona na rysunku 2, a warto$ci pewnych charakterystyk podano
w tabeli 1.

. ZYozono$¢ algorytmu A.1 wynosi @(KN) . Idea dziatania algorytmu

Tabela 1. Wartosci z,(k) oraz Az L (k) dla danych z rys. 2

f (k) A7), (k)
p=1|p=2 |p=3 |p=4 |p=1|p=2|p=3|p=4
3 2 13 16 17 5 -1 2 2
2 5 9 13 16 2 3 1 -1
1 7 12 14 15 0 0 0 0

Twierdzenie 1
Algorytm A.1 znajduje optymalne rozwiazanie problemu (15)—(17).

Dowéd
Dla ustalonego p €{l, .., N} zachodzi: 7,(1) = 7,(2) = .. = 7,(K), zatem

K
Zr'm — 17, (k)=0. Poniewaz warunek ten zachodzi dla kazdego p € {1, ..., N},

k=1

K
wiec ZZ " —7, (k)=0, co koficzy dowod. <>
1 k=1
Zauwazmy, ze jezeli dowolne dwa kolejne wierzchotki wyréwnania p i p+1 sa
kolejnymi wierzchotkami z drogi dla k-tego obiektu, tzn. r,(k) = i'(k) = r,(k) =
i"(k), to wowczas z (21) wynika, ze:

7 (k)— max (Arp D+, (l))— max (Z'p D=7, +7,01))

=, I{Illax (Tp (D= Ty 1(1)"‘7,; 1(l)+tr, 0 gy v,(/)()) (22)
=, I{Illax (T 1(l)+t»,, 'U)(l),i"”“)(l)) p (k) + EI{Tlla)I(( t,[ A0 gy 2D gy

Sytuacje t¢ przedstawiono na rysunku 2. Na przyktad dla k£ = 2 otrzymamy:

75(2)=7(12)+ max}t 10 (.2 =7+max{l1,4,5} =18,

,,,,,

20y

5(2)=73(2)+ max =18+max{3,4,2} =22,

.....

}tl"z(])(l),iij(l) o)

T2 = R)+ MAX iy g, =22+ maxil, 3,1 =25

,,,,,
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Rys. 2. Idea dziatania algorytmu A.1: (a) drogi dla K = 3 obiektéw wraz
z czasami osiagnigcia poszczegdlnych wierzchotkow oraz z zaznaczonymi wierzchotkami
wyrdwnania i,(k); (b) wynik dziatania algorytmu A.1 — czasy osiagnigcia
poszczegdlnych wierzchotkéw wyrdéwnania przez K obiekty sa identyczne

Twierdzenie 2a

Warunkami koniecznymi do tego, aby dla kazdego rozwiazania 7y (k) otrzymanego
z algorytmu A.1 zachodzito

(k)< ’ 2
kel}}éfK}fN(k) Ty (k) (23)
sgq warunki:
1°. ! > 24
pe{lY.,N} ke{lY.,K} a7, (620, @4

2°. 4 K}Arl*(k)SAT;(k)S...SAr;(k). (25)

kedl,...,
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Dowdd:
Ad.1° Zal6zmy przeciwnie, tzn.

Az (K)<0.

p'e{l,..,N} k'e{l,...K

Wowezas z (11) wynika, ze 7, (k") < 7, (k"). Ale z (21) wynika, Ze dla kazdego

e{l,...,

k € {1, .., K} prawdziwa jest rowno$¢: z,.(k) = r{nax }(Ar;,71(1)+rp,(l)). Poniewaz
1€{1,..,K

zachodzi le{lY.,K} Az, ()20, zatem 7, (k') > 7, (k) > Tp,(k*). Jezeli podstawimy k' = k"

oraz p' = N, to otrzymamy 7, (k")>7 N (k") . Sprzecznoé¢ ta konczy te czes¢ dowodu.

Ad.2° Zatozmy przeciwnie, tzn.

Az (K) > AT (K) (26)

3
p'e{l,..,N-1} k'e{l,...,K
oraz ze spetnione sa warunki wynikajace z czesci 1° dowodu, tzn.

\4 K}Ar;(k') >0, At (k)=0. (27)

3,80 =5 () > 1k =7 (k). (28)

Z (21) oraz z (27) wynika, ze:
7, (k") = 1 r{Illa);} ,(k)=1,(k), (29)

e{l,...,

fk) = max (7{(0) -1 (k) +5(0)= max @k =50+ 5k).  (0)

Biorac (28) mamy
0 (k) =7 (k) +7,(k) = 7,(k") >0 (3
lub réwnowaznie
0 (k) =5 (k) + 1, (k) > 7, (k). (32)
Wstawiajac (30) do (31) otrzymujemy:
75 (k") = . r{llla’;}(fl(k*) —7(k) +7,(k)) 2 Tl(k*) - (k")+ 7, (k") > Tz(k*) .

efl,...,
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Jezeli przyjmiemy, ze ¥ = k', to mamy i (k) > 7,(k") . Jak pamigtamy, I
oznacza $ciezke krytyczna w sieci S, a otrzymana nieréwnosé T;(k*)>2'2(k*)
oznacza, ze wydtuzeniu ulega czas realizacji §ciezki krytycznej [+, zatem i czas
realizacji catego przedsigwzigcia, tzn. otrzymaliSmy sprzecznos$¢ z zaleznosci (23).
Wykazali§my zatem, ze oprocz warunku (24) koniecznym do zachodzenia zalezno-
$ci (23) jest warunek (25). <>

Twierdzenie 2b

Warunki (24), (25) tacznie wystarczaja do tego, aby dla kazdego rozwiazania
7y (k) otrzymanego z algorytmu A.1 zachodzito (23).

Dowéd
Aby dowies¢ tezy twierdzenia wykazemy, ze jezeli zachodzi (24) i (25), to wow-
czas dla kazdegop =1, ..., N

()<, (k). (33)

Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem p. Z (29) wynika, ze formuta
(33) jest prawdziwa dla p = 1. Wezmy p = m i zaldézmy, ze formuta (33) jest praw-
dziwa. Otrzymamy

7, ()= max (AT, ()+z,()<7, k). (34)
le{l,..K}

e{l,...,

Wykazemy teraz, ze wyrazenie (33) jest prawdziwe dla m + 1. Mamy

Ta(k)= max (A7, ()+z,,(0)= max (7,()=7,()+7,,1). (3
{ } e{l,..,K}

e{l,..Kk}y 7 lefl,.,

T;11+l(k*) = / I‘lila)%l(r;n (l) - Tm (Z) + T111+1 (I)) < / I{lila)i(l(rm (k*) - Tm (Z) + T111+1 (Z))

e{l,..k}y — 7 efl,.,

< ! I;I]laﬁ}(rmﬂ(k*) - Tm+l(l) + T111+1 (Z)) < Tm+l(k*)'

cnd. <>
Whiosek z twierdzenia 2b: jezeli dla kazdego £ =1, ..., K ustalimy ry(k) = Ry, to
. 'R, R . * . s e .
wowczas z zaleznosci (23) mamy 7' (k) <7 ¢ (k"), tzn. ze najpdzniejszy moment
zakonczenia przemieszczania przez wszystkie obiekty nie ulegnie zmianie.
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Na rysunku 3 przedstawiono wykorzystanie wnioskow z twierdzenia 2a i 2b. Ta-
bela 2 zawiera pewne charakterystyki problemu z rysunku 3.

- ia(3) o 43

time

: . ; NG
Frrrrrrrrrrrr”
1011 121314 15161718 192021

1 22

o

N —]
w —]
N g—
o —]
~N —]
oo —
©o —

3

e

| . . time

: : |
rrrrrrrrrrrrrrr e
1011 1213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 31

Y

HERERER
0 23456789

Rys. 3. Drogi dla K = 3 obiektow spetniajace warunki twierdzenia 2a i 2b:

a) wraz z czasami osiagnigcia poszczegdlnych wierzchotkow oraz z zaznaczonymi wierzchotkami
wyréwnania i(k); b) wynik dzialania algorytmu A.1 — czasy osiagnigcia poszczegdlnych wierzchotkow
wyréwnania przez K obiekty sa identyczne (réwne 17)

i nie przekraczaja czaséw osiagnigcia dla obiektu £* = 1

Tabela 2. Wartosci 7, (k) oraz Ar; (k) dla danych z rys. 3

L 7, (k) Az, (k)
p=1|p=2|p=3|p=4|p=1|p=2|p=3|p=4
3 5 11 13 3 3 3 4
2 2 4 9 10 2 4 5 7
1 4 8 14 17 0 0 0 0
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Twierdzenie 3
Niech A7) (k) =max{Az,  (k)—Az,(k),0} oraz Azl (k)= max }r; (k).

Jezeli V V¥V Ari(k)=0, to
pell,.. N} kefl,.. K}

VN}T'p(k*):Tp(k*)+ > Ay (36)

p'e(l,...N}

S
IA
<

Dowdd twierdzenia 3 zamieszczono w dodatku. Wnioski z twierdzenia 3:

max }T'Rk (k)=1)\ (k") + _max (" (k) -7, (k)

o ke{l,...K {1,...K}
! =7, (k") + pe{;_,N}A rd+ kerﬁgng}(rRA (BEEN(I))
2° Dla kazdego
T™ 27y (k)+ Y. Arh +k€r£§;K1(rRk (k) -1, (k))
pe{l,..,N} o
zachodzi

N K
DD 1 (k)=0.

max

Z wnioskow 1° i 2° wynika, ze dla kazdego 7™ spetniajacego warunek 1° zacho-

dzi: max 7% (k)<T™", tzn. Ze najpdzniejszy moment zakofczenia przemieszcza-

kell,...K}

nia przez wszystkie obiekty nie przekroczy warto$ci 7™ przy jednoczesnym spetnie-
N K

niu warunku ZZ " —1(k)=0. Sprawdzenia warunku 2° mozemy dokona¢
p=1 k=1

w czasie O(KN).

4.3. Algorytm oparty na analizie kosztowo-zyskowej

Aby rozwigzaé problem (15)—(17) z dodatkowym ograniczeniem (19), w ogoélno-
$ci, zdefiniujemy ten problem w zmienionej formie: dla danego wektora drog /; dla
kazdego k-tego obiektu wyznaczy¢ takie x;,, k=1,...,K,p=1, ..., N, ze
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""" i=l1

S max | 7,(j)+ px',. -z, (k)+ pxki — min, (37)

przy ograniczeniach:

N
D x, SFT(),  k=1,..K, (38)

p=l1

5,20, k=1,..K p=1_..,N, (39)

gdzie x;, oznacza czas, ktory jest dodawany do 7,(k) dla k-tego obiektu w p-tym

P
punkcie wyréwnania. Zauwazmy, ze 7, (k)+2xk’i =1, (k). Dlatego tez, jesli ozna-
i=1

czymy przez Az_;)max (k) _ z_;)max _Trp (k), gdZie Z_;)max (k) = kg}w;} T;) (k) , to wowczas

N K
funkcja (37) ma rownowazna postac z Z z A7™ — min iotrzymamy funkcjg (15).
p=1 k=1
Zaprezentujemy obecnie heurystyczny algorytm A.2 rozwiazujacy problem (37)—
(39), ktory jest rownowazny z problemem (15)—(17) z dodatkowym warunkiem (19).
Zdefiniujemy pewne dodatkowe oznaczenia wykorzystywane w algorytmie: card(x) —
moc zbioru x; a,(k) — warto$¢ czasu, ktora jest dodawana do 7,(k). Zdefiniujemy rowniez
trzy nastgpujace zbiory numeréw punktow wyréwnania spetniajacych pewne warunki:

P (ky={pe{s,... N} :Ar)"™ (k) >0}, (40)
P (k)y={pels,.., N} AT ™ (k) —a (k)= 0}, (41)
Pr(k)y={pefls,... N} :At)"™ (k) —a (k)< 0}. (42)

rmax

» (k) o warto§¢

Funkcje Z(-) 1 L(-) opisuja ,,zysk” 1 ,,koszt” zwigkszenia At
a, (k), s, e P (k):

Z(a,, (k)= a,, (k)-card(P; (k))+ D Azy™(k), (43)
peP; (k)
Lia, (k))=(K=1)- > |Az)™(k)=a, (k)]. (44)
peP; (k)

Warto$¢ xy:= xi, + a,(k) (w kroku 10) jest rowna sumie wartosci a,(k) wyznaczo-
nych we wszystkich iteracjach algorytmu dla kazdego & i p. Idea algorytmu A.2 opiera
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N K
si¢ na zmniejszaniu warto$ci S = ZZAT;)‘““ (k) poprzez zmniejszenie wartosci
p=1 k=1

Az ™ (k) dla pewnego k i p. Warto$¢ sumy S zostanie zmniejszona woéwczas, gdy
wybierzemy taka najwigksza warto$¢ a, (k) € (0, min{Az;™ (k), FT(k)}] dla jakie-
go$ s, € BT (k), ze Z(a, (k))>L(a (k). Wlasnos¢ ta powoduje, ze algorytm ten

mozemy zaliczy¢ do algorytméw zachlannych. Algorytm prébuje zmniejszy¢ wartosé
S az do momentu, gdy F7(k) dla wszystkich k bedzie réwne zero lub gdy ay, nie bedzie
wigksze od zera (dla tych a, (k), dla ktorych Z(a (k))> L(a, (k))) dla zadne-

go k i p (zmienna licznik > 0).

Przeanalizujmy dziatanie algorytmu A.2. Wezmy pod uwage wiersz tabeli 4 dla k£
= 2. Opfaca si¢ wybra¢ a; = 2 = min{2, 2}, poniewaz kiedy zmniejszymy wartos¢
AT ™ (2) dlap e P7(2)=1,2,3}, wéwczas nasz ,,zysk” (zmniejszenie wartosci su-
my S) jest rowny (patrz tabela 5, wiersz = 3, kolumna = 4): Z(q,(2))=a,(2)
card(B”(2)) + z AT™(2)=2-3+1=7. ,Koszt” (zwigkszenie wartosci S) jest

pel”(2)
rowny L(q,(2))=(3-1) + Z | A7 (2)~a,(2)|=2-1. Nastgpnie, w krokach 7+9
pel(2)
zmniejszamy warto$¢ Az)™ (k) i FT(k) o a, (k) dla wszystkich p > s;. Otrzymamy:
AT("™(2)=2-2=0, A7) (2)=4-2=2, Ar;"™(2)=3-2=1, Ar;"™(2) =1-2

rmax

= —1. Zauwazmy, ze ujemna warto§¢ Az, (2) sugeruje, ze dla p = 4 zmianie ulega
7, . Poczatkowe warto$ci czasow osiagnigcia punktu wyréwnania numer p = 4 byty
rowne: 7,(1)=17, 7,(2)=16, 7,(3) =15, zatem 7,;"* = 17. Wynikaja z tego rozni-
ce: Ary;™ (1) =17-17=0, Ar;"™™(2)=17-16=1, Ar;"*(3) =17 — 15 = 2. Po-
niewaz warto$¢ czasu, ktora dodano do drugiego obiektu (tzn. k£ = 2), dla kazdego p
jest rowna a,(k) = 2, zatem nowe warto$ci 7,,(2) sa rowne: 7[(2) =7, 73(2) = 11,
7;(2) =15, 73(2) =18, czyli 7,;™ =18 oraz A7} (2) = 17 — 18 = —1. Poniewaz
z definicji A7), (k) nie moze by¢ ujemne, wigc dla p = 4 musimy zwigkszy¢ warto$¢
Aty(k), dla kazdego k, o |A7)(2)|=1, stad Az;"™(1) = 0+-1| = 1, A" (2) =
—1+-1| =0, A7;"(3) = 2+]-1| = 3. Operacja ta realizowana jest w kroku 8 algoryt-
mu wowcezas, gdy A7)™ (k) —a, (k) <0 w kroku 7.
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Algorytm A.2
Dane: I, T}, IP, TP, dla kazdego k=1,..,K;
Inicjalizacija: —0; —0; e RN 0By ;
ke{lY,,K}pE{lY.,N}a‘D(k). 0 keuY.,K}peuY,,N}x""" 0 keu\,v../.,Kv,FT(k)' Tk =07 )

\4 VAT (k)= - (k)i licznik:i= N;
kell,.K} pell..Ny 7 (k) p ”()

1. WHILE ( 3 () (Licznik>0) DO

ke{l,...K}
2 licznik:=0;
3. FOR k=1,..,K DO
4 IF FT(k)>0 THEN
5 Znajdz takie s, eP'(k) 1 maksymalna wartosc a, (k) (0, min{A7™ (k)
FT(k)}], dla ktérych warunek Z(a,, (k) > L(a,, (k) jest speilniony;
6. IF a&(k)>0 THEN

7’ v A rmax ::A rmax _ ;
pell,...N} Tﬁ (k) Tﬁ (k) GSA(k)

e v v Az_rmax / ::Az.'max )+ Az_rmax k ;
pePs (k) jellk) P () b AT (R

% FT(k):=FT(k)-a, (k)i

10. Xps, =Xy, T, (k)7

11. licznik:=licznik+1;

12. END IF;

13. END IF;

14. END FOR;
15. END WHILE.

Oszacujemy obecnie zlozono$¢ algorytmu A.2. Liczba iteracji Lwp g zewngtrznej

kell K} | AT™ (k)
gdzie A?™(k) = min{1, min{z)" — 5,(k): p € {1, .., N}, 0™ — 7,(k) > 0}}. Latwo

zauwazy¢, ze zlozono$¢ poszczegdlnych krokéw algorytmu wynosi: dla kroku 5 —
O(N?), dla kroku 7 — O(N), dla kroku 8 — O(KN), a dla krokéw 9 i 10 — O(1). Ponie-
waz kroki 4+14 wykonuja si¢ w petli K razy, ztozonos¢ algorytmu wynosi wiec
O(Lyus (K°N + KN?)).

petli WHILE jest ograniczona od gory przez warto$¢: Ly g < max {—FT(k) —‘ ,

4.4. Przyklad liczbowy

Zaprezentowany na rysunku 4 przyktad pokazuje poréwnanie wynikow, otrzyma-
nych z realizacji algorytmu A.1 i A.2, dla K = 3 obiektow, dla ktoérych dysponujemy
N = 4 punktami wyrownania.
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Rys. 4. a) Wektor drog dla K = 3 obiektow z pozadanymi czasami osiagnigcia
kazdego z N = 4 punktow wyréwnania dla kazdego obiektu (tab. 3).
b) Wyniki realizacji algorytmu A.1 (linia ciagta) oraz A.2 (linia przerywana)

Tabela 3. Wartosci funkcji 7,(k) i 7% (k)

p Ry
k 1 2 3 4 7 (0
3 2 13 16 17 19
2 5 9 13 16 13
1 7 12 14 15 20

Tabela 4. Wartosci poczatkowe funkcji Az)™ (k) oraz FT(k)

(przed uruchomieniem algorytmu A.2)

p

k 1 2 3 4 FI)
3 5 0 0 0 1
2 2 4 3 1 2
1 0 1 2 2 0
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Tabela 5. Wyniki uruchomienia wszystkich iteracji (2) algorytmu A.2

Nr iteracji k Sk a, (k) Z(a,, (k)) L(a,, (k)
1 0 0 0 0
1 2 0 2 7 2
3 0 0 0 0
1 4 1 1 0
2 2 0 0 0 0
3 0 0 0 0

Tabela 6. Wartosci koncowe funkcji Az" (k) oraz FT(k)

(po uruchomieniu algorytmu A.2)

p
k 1 2 3 4 F1
3 5 0 0 0 0
2 0 2 1 0 0
1 0 1 2 3 0

Tabela 7. Warto$ci koncowe x;, (po uruchomieniu algorytmu A.2)

4
k 1 2 3 4
3 0 0 0 1
2 2 0 0 0
1 0 0 0 0

Tabela 8. Zmodyfikowane terminy 7, (k) dotarcia poszczeg6lnych obiektow

do punktow wyréwnania (po uruchomieniu algorytmu A.2)

p
k 1 2 3 4
3 2 13 16 17+1
2 5+2 9+2 1342 16+2
1 7 12 14 15

W tabeli 4 podano warto$ci poczatkowe funkcji Az)™ (k) oraz FT(k) przed uru-

chomieniem algorytmu A.2. Tabela 6 zawiera koncowe wartosci tych funkcji, po za-
konczeniu dziatania algorytmu A.2. W tabeli 7 podano wyliczone wartosci zmiennych
X, na podstawie sumy warto$ci a,(k), wyznaczonych we wszystkich iteracjach algo-
rytmu dla kazdego £ i p (patrz tab. 5). Biorac pod uwagg wartosci zapisane w tabeli 7
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P
oraz zaleznos¢ 7, (k) =7, (k)+2xk’ ;» otrzymamy zmodyfikowane terminy dotarcia
i=1
obiektow do punktow wyrownania zawarte w tabeli 8. Korzystajac z rozwazan za-
wartych w rozdziale 4.2, majac zmodyfikowane terminy 7/, (k) dotarcia obiektow do

punktéw wyréwnania oraz znajac odlegtosci geograficzne d, " migdzy punk-

’ir+l (k)
tami wyréwnania i.(k), i,.+(k), mozemy wyliczy¢ zmodyfikowane predkosci odcinko-
d |
' : ' i (k)i (k)
g I : s gy =
WE Vi .y MASIEPUJACO ke{lY.,K}re{O,.YRA—l} Y0 e 7" (k) —7" (k)

5. Wnioski

Prezentowane w rozdziale 4 algorytmy wykorzystywane sa w module harmono-
gramowania zsynchronizowanego przemieszczania wielu obiektéw, stosowanym
w pewnym systemie symulacyjnego wspomagania szkolenia operacyjnego sztabow
[13]. Poniewaz sa one bardzo szybkie z punktu widzenia oszacowanej ztozonosci
obliczeniowej (co jest istotne z punktu widzenia szybkosci reakcji przez symulator na
interakcje uzytkownika), spelniaja swoje zadanie. Przeprowadzenie szerokich badan
efektywnosciowych obu algorytmow moze by¢ przedmiotem dalszych analiz. Waz-
nym elementem rozwazan jest to, iz algorytm A.2 jest algorytmem heurystycznym,
bazujacym na strategii zachtannej. Mozna pokazac¢, ze warto$¢ rozwigzania otrzymy-
wanego z algorytmu zalezy od kolejnosci rozpatrywania obiektow w kolejnych itera-
cjach petli zewngtrzne;j. Istotne jest zatem okreslenie wptywu kolejnosci rozpatrywa-
nia obiektow na warto$¢ rozwiazania, ktore moze by¢ przedmiotem dalszych
rozwazan, jak roéwniez poréwnanie warto$ci rozwiazania otrzymywanego z algoryt-
méw Al, A2 oraz poprzez zastosowanie klasycznych metod rozwiazywania sformu-
lowanych zadan optymalizacji.

Zauwazmy, ze na bazie zdefiniowanych probleméw (rozdziat 3) oraz algorytmoéw
z nimi zwigzanych (rozdzial 4) mozna rozwaza¢ wiele innych problemoéw. Jednym
z nich jest problem nast¢pujacy: rownolegltos¢ definiowana jest w ten sposob, ze
w zadnym wierzchotku wyréwnania ani opdznienie, ani przyspieszenie wzajemne
wszystkich jednostek nie moze przekracza¢ AT, a kryterium oceny jest suma czasow
dotarcia do celu wszystkich obiektow:

K N
Z (TN(k) + Zxk,ij — min ,

k=1 i=1
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przy ograniczeniach:

K

P p
z max} rp(j)+;xj’i - rp(k)+;xk,i <AT, p=1..,N,

Tl jeil,..K

N
D x., <FT(k), k=1,...K,

p=1
xk’pZO, k=1..,K, p=1,.,N.

Ten i inne problemy poruszane w pracy oraz w poprzedniej pracy autora [14] mo-
ga by¢ przedmiotem dalszych rozwazan, zwlaszcza w konteks$cie zaadaptowania pre-
zentowanych (lub skonstruowania nowych) algorytméw do ich rozwiazania.
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DODATEK

Dowoéd twierdzenia 3

Zauwazmy najpierw, ze jezeli . {V }Arl* (k)SAr;(k)s...SAr;,(k), tzn. spel-
e{l,...K

niony jest warunek (25), to wowczas zachodzi

v }Ar;’(k) =max{Az,_ (k) - A7) (k),0y=0—>A7¢ =0,

peil,..,N

stad 7, (k") =7,(k).
Aby wykaza¢ prawdziwos¢ (36) pokazemy, korzystajac z (21), ze {V } zachodzi:
peil,..,N

.....

' * * d ’
T, (k)=17,(k)+ p'E;NlArp, = kiﬁ?ﬁ}(ATP*‘(k) +7,(k)). (45)
e

Wykazemy, poprzez indukcjg wzglgdem p, ze lewa strona L=z, (k) + z
P ij};};N ¥

Arzf wyrazenia (45) rowna jest prawej R = . g}aﬁ } (A7, (k) +7,(k)), tzn. L=R.

Jesli p = 1, to L=r(k’), a z Ar,(k)=max{Ar, (k)-Az,(k),0}
i ATY(k)=  max, Atd(k) oraz (11) wynika, ze At§(k)=max{Az,(k)—At; (k),0}
=0>A7! =0, czyli L=1,(k").

Prawa strona wyrazenia (45) wynosi

R= max (Azj(k)+1,(k))= max (z(k)—1,(k)+7,(k))= max 7,(k)=7,(k").

kell,.K} ke{l,.K} kell,..K}
Otrzymalismy zatem L = R.
Jesli p = 2, to mamy:

L=1,(k")+At! +A7d = rz(k*)+krga>§<}Arzd(k)
=1,(k )+  max }(max(A 7, (k)= Az, (k), 0})

= max (max(A 7, (k)= Az, (k), 0} + 7, (k)),

ke{l,. K

R =k;l{}%}(AT{(k)Hz(k))=k;l{}%}(ff(k)—ﬂ(k)ﬂz(k))

= max}(Tl(k)—fl(k)ﬂz(k))=k£{}§§<}(ATf(k)+fz(k))'

kell,..K
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Z analizy L i R otrzymujemy, ze aby zachodzilo L = R, musi zachodzi¢, ze
3 takie, ze
Il efl,K}
max{ATl*(ll) - AT;(Zz)a 0} +17, (k") = ATl*(ll) +7,(5),
czyli
max{z, (k) - () -, () +5,() + 7, (k). 7 (k")) = ATI*(ZZ) +7,().
Stad
max {7, (k") - o) +1,(h)+ Tz(k*)} = Tl(k*) -n(L)+7,(,). (46)
Rownos¢ (46) jest zawsze prawdziwa, bowiem 7, (k") - 7,(/,) 20 (zatozenie twier-

dzenia), zatem 7,(k")—7,(,) +7,(I,) > 7,(k") i zachodzi L =R, dla [, = L,.
Przyjmijmy, ze p = m = 2 i wykazemy, ze wyrazenie (36) jest prawdziwe dla m + 1.
Zauwazmy, ze

L=7,(k)=7,(kK)+ D Ary =1, (K)+Ary—7, (k) +7,(k).

Dla m + 1 otrzymamy zatem:
L = Tr,n (k*) + Ariﬂ - Tm (k*) + Tm+l (k*),
R= max (A7), (k)+7,, (k)

ke{l,...K}
i dalej
L=1 (k)+ ) r{rllaxK}(max (At, (k)—Az, , (k),0 —7, (k) +7,,, (k)
= max max ATI?I(kZ_ATI1I+1(]i)_Tm(k )+Tm+l(k )+Tm(k)ﬂ .
it =2, () 47,0 () + 75, ()
Aby zachodzito L = R, musi zachodzi¢, ze 3 takie, ze

L, ell,...K}

o {Ar;(k)—m;ﬂ(k)—rm (k") + 7, () + ), (k),

* * :A‘L’]’nl +7,, / ,
_Tm(k )+Tm+1(k )+T;n(k) } (2) 1(2)

czyli

max{m(k)—*rm(l])—%(k )+ T (1) =7, (K + 7,k ),}: AT U)o,
=2, (K4 7,0 (K 4 73,(R)
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co po uproszczeniu daje warunek:
max {Tm-H (ll) - Tm (ll) + T;n (k*), - Tm (k*) + T111+1 (k*) + Tm (k*)}
=Ton (12) T (12) + T;n (12)

Jezeli przyjmiemy, ze I, = I, = k, to rownos¢ (47) zachodzi. Zachodzi réwniez dla
dowolnego /; = I, pod warunkiem, ze 7, + 1(1;) — zu(1)) = T+ 1(k) — (k). <>

(47)

Scheduling algorithms of synchronized movement of many objects

The paper presents algorithms of determining a synchronized movement schedule of many objects.
The author defines movement scheduling as a bicriterion nonlinear optimization problem. He also presents
a method of solving the bicriterion problem which is based on finding a lexicographic solution. Two
scheduling algorithms of synchronized movement and their properties are given. The first algorithm is
based on the dynamic programming, the second one is based on the cost-profit analysis. The necessary
and sufficient conditions for obtaining optimal solutions from the algorithms are discussed in detail. The
author describes computational complexity and some properties of the algorithms. The idea of the algo-
rithms is presented with a few examples.

Keywords: movement scheduling and synchronization, shortest paths, disjoint paths, multicriteria short-
est paths problems, scheduling algorithms



